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 In this paper, we discuss symmetrization in min-plus 
algebra. This study aims to construct a negative and 
balanced form of each element in min-plus algebra. The 
research method adopted from max-plus algebra extension 
into symmetrized max-plus algebra. The results are 
negative and balanced forms of the elements in min-plus 
algebra, which can be analogous to negative and zero 
forms in conventional algebra. These results can 
potentially be used to solve the addition inverse problem 
in min-plus algebra.  
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Cara merujuk artikel ini:  Abstrak 

 Pada makalah ini dibahas simetrasasi pada aljabar 
min-plus. Tujuan dari penelitian ini adalah 
mengonstruksi bentuk negatif dan setimbang dari 
setiap elemen pada aljabar min-plus. Metode 
penelitian mengadopsi dari cara perluasan aljabar 
max-plus menjadi aljabar max-plus tersimetri. Hasil 

penelitian adalah bentuk negatif dan setimbang dari 
elemen-elemen pada aljabar min-plus, yang dapat 
dianalogikan sebagai bentuk negatif dan nol pada 
aljabar konvesional. Hasil ini berpotensi dapat 
digunakan untuk mengatasi masalah invers 
penjumlahan pada aljabar min-plus. 
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PENDAHULUAN 
Misalkan ℝ adalah himpunan bilangan riil. Aljabar min-plus adalah 

himpunan ℝ ∪ {∞} dengan operasi penjumlahannya adalah “minimum” 
dan perkaliannya adalah “penjumlahan biasa” (Watanabe & Watanabe, 
2014). Untuk selanjutnya, aljabar min-plus dinotasikan dengan ℝmin dan 
untuk setiap 𝑝1, 𝑝2 ∈ ℝmin, 𝑝1⊕𝑝2 = min(𝑝1, 𝑝2) dan 𝑝1⊗𝑝2 = 𝑝1 + 𝑝2. 
Struktur aljabar yang terbentuk dari aljabar min-plus adalah semiring 
komutatif idempoten dengan ℰ = ∞ dan 𝑒 = 0 berturut-turut merupakan 
elemen nol dan satuan pada ℝmin. Setiap elemen pada ℝmin kecuali ℰ, tidak 
memiliki invers penjumlahan. Apabila operasi penjumlahan didefinisikan 
dengan 𝑝1⊕𝑝2 = max(𝑝1, 𝑝2), maka struktur yang terbentuk dinamakan 
sebagai aljabar max-plus dan dinotasikan dengan ℝmax.  

Pada pembahasan aljabar linier, penyelesaian persamaan 𝑥 + 2 = 0 
adalah 𝑥 = −2. Sementara pada pembahasan aljabar min-plus, persamaan 
𝑥 ⊕ 2 = ℰ tidak memiliki penyelesaian pada ℝmin. Hal ini dikarenakan 2 ∈
ℝmin tidak memiliki invers terhadap operasi penjumlahan. Dengan 
demikian, permasalahan invers penjumlahan ini akan mempengaruhi 
penyelesaian sistem persamaan linier atas ℝmin.  

Penelitian mengenai sistem persamaan linier atas ℝmin sudah banyak 
dilakukan. Karena permasalahan invers penjumlahan pada ℝmin maka 
penyelesaian pada sistem persamaan linier tersebut hanya berupa 
subsolusi. Penelitian tentang solusi maksimal dari sistem persamaan linier 
atas ℝmin sudah dilakukan (Jamshidvand et al., 2019). Beberapa 
penggunaan sistem persamaan linier atas ℝmin pada kehidupan sehari-hari 
sudah dibahas, antara lain pada pemodelan rute tercepat distribusi susu 
(Suwanti et al., 2017), sistem jaringan siber fisik (Li & Zhao, 2012), pada 
model rambu lalu lintas dengan aljabar min-plus dan petri net (Farhi, 2009) 
dan simulasi produksi susu dengan petri net (Pramesthi, 2021). 

Aljabar max-plus tersimetri 𝕊 merupakan perluasan dari ℝmax. 
Perluasan ini dilakukan dengan mengadopsi perluasan himpunan bilangan 
asli menjadi himpunan bilangan bulat, dengan menentukan negatif dari 
bilangan asli dan nol. Salah satu kajian mengenai perluasan bilangan asli 
menjadi bilangan bulat dilakukan oleh (Marjanovic, 2018). Penelitian 
mengenai perluasan ℝmax menjadi 𝕊 sudah dilakukan antara lain (Akian et 
al., 1990), (De Schutter, 1996), (Baccelli et al., 2001) dan (De Schutter & De 
Moor, 2002). Pada artikel ini, disajikan simetrisasi pada ℝmin untuk 
memperoleh bentuk negatif dan setimbang dari setiap elemen pada ℝmin. 
Proses simetrisasi ini dilakukan dengan mengadopsi relasi setimbang pada 
aljabar max-plus tersimetri. Perbedaan operasi dasar pada pendefinisian 
operasi penjumlahan aljabar max-plus dan aljabar min-plus akan banyak 
berpengaruh pada langkah-langkah yang dilakukan. Hasil yang diperoleh 
pada artikel ini berpotensi untuk mengatasi masalah invers penjumlahan 
yang terjadi pada aljabar min-plus. Selain itu juga berpotensi dapat 
digunakan untuk memperbaiki sub solusi pada sistem persamaan linier 
atas ℝmin. 
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METODE 
Penelitian ini adalah studi literatur yang sifatnya mengembangkan 

penelitian yang sudah ada sebelumnya, yakni masalah invers penjumlahan 
pada aljabar min-plus. Pada penelitian ini dibahas tentang simetrisasi 
aljabar min-plus untuk menentukan negatif dan setimbang yang akan 
digunakan peranannya seperti invers pada aljabar linier. Proses simetrisasi 
aljabar min-plus dilakukan dengan mengadopsi perluasan himpunan 
bilangan asli menjadi himpunan bilangan bulat pada (Marjanovic, 2018) 
dan perluasan dari ℝmax menjadi 𝕊 pada (Baccelli et al., 2001).  

Adapun prosedur langkah yang dilakukan adalah: 
1. Melakukan studi pustaka tentang aljabar min-plus dan permasalahan 

invers penjumlahan pada aljabar min-plus. 
2. Membentuk himpunan pasangan terurut ℝmin × ℝmin dan 

menunjukkan struktur aljabar yang terbentuk dari sistem 
matematikanya. 

3. Mendefisikan operator minus dan setimbang pada ℝmin × ℝmin serta 
suatu relasi ekuivalensi pada ℝmin × ℝmin merujuk pada (Baccelli et al., 
2001).  

4. Menentukan kelas-kelas ekuivalensi yang diperoleh berdasarkan 
langkah 3 yang merupakan hasil proses simetrisasi. 

5. Menentukan bentuk negatif dan setimbang dari hasil pada langkah 4, 
dengan mengadopsi bentuk negatif dan nol pada (Marjanovic, 2018). 

6. Menentukan beberapa sifat terkait dengan hasil simetrisasi aljabar min-
plus. 
 

BAHASAN UTAMA 

Aljabar Min-Plus 

Pada bagian ini disajikan pembahasan aljabar min-plus dan beberapa 
sifat yang terkait dengan aljabar min-plus. Pembahasan tentang 
terminologi dasar aljabar min-plus merujuk pada beberapa literatur, yakni 
(Spalding, 1998), (Speyer & Sturmfels, 2004), (Litvinov et al., 2012) dan 
(Zanardo et al., 2016). 

Pada awal pembahasan ini, terlebih dahulu didefinisikan pengertian 
semiring yang akan digunakan untuk menentukan struktur aljabar dari 
aljabar min-plus. 

Definisi 1 (Golan, 2005) 
Diberikan 𝑆 himpunan tak kosong. Semiring adalah sistem matematika (𝑆,+,×) 
yang memenuhi (𝑆, +) merupakan semigrup abel yang memiliki elemen nol, (𝑆,×) 
merupakan semigrup yang memiliki elemen satuan, elemen nol merupakan 
penyerap terhadap × dan sifat distributif × terhadap +. 
 
Apabila operasi × bersifat komutatif maka 𝑆 adalah semiring komutatif, 
dan apabila operasi + bersifat idempoten maka 𝑆 adalah semiring 
idempoten. Semilapangan adalah semiring komutatif dengan semua 
elemen selain nol memiliki invers perkalian. 

Aljabar min-plus adalah suatu sistem matematika yang berbentuk 
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ℝmin = ℝ ∪ {∞} dengan operasi penjumlahannya adalah “minimum” dan 
operasi perkaliannya adalah “penjumlahan biasa”, dan dapat dituliskan 
untuk setiap 𝑝1, 𝑝2 ∈ ℝmin sebagai berikut. 

𝑝1⊕𝑝2 = min(𝑝1, 𝑝2) 
𝑝1⊗𝑝2 = 𝑝1 + 𝑝2 

Selanjutnya, untuk setiap 𝑝 ∈ ℝmin didefinisikan min(𝑝,∞) = 𝑝 dan 𝑝 +
∞ = ∞. Operasi ⊕ dan ⊗ pada aljabar min-plus, masing-masing bersifat 
komutatif yakni untuk setiap 𝑝1, 𝑝2 ∈ ℝmin. 

𝑝1⊕𝑝2 = 𝑝2⊕𝑝1 
𝑝1⊗𝑝2 = 𝑝2⊗𝑝1 

Selanjutnya, operasi ⊕ dan ⊗ masing-masing juga bersifat assosiatif yakni 
untuk setiap 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ∈ ℝmin adalah sebagai berikut. 

(𝑝1⊕𝑝2) ⊕ 𝑝3 = 𝑝1⊕ (𝑝2⊕ 𝑝3) 
(𝑝1⊗𝑝2) ⊗ 𝑝3 = 𝑝1⊗ (𝑝2⊗ 𝑝3) 

Sifat distributif operasi ⊗ terhadap ⊕ juga dipenuhi yakni untuk setiap 
𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ∈ ℝmin adalah sebagai berikut. 

𝑝1⊗ (𝑝2⊕ 𝑝3) = (𝑝1⊗𝑝2) ⊕ (𝑝1⊗𝑝3) 
(𝑝1⊕𝑝2) ⊗ 𝑝3 = (𝑝1⊗𝑝3) ⊕ (𝑝2⊗𝑝3) 

Pada aljabar min-plus berlaku 𝑝⊕∞ = ∞⊕ 𝑝 = 𝑝, untuk setiap 𝑝 ∈
ℝmin. Dengan demikian, ∞ adalah elemen identitas penjumlahan (elemen 
nol) dan selanjutnya dinotasikan dengan ℰ = ∞. Selain itu, untuk setiap 𝑝 ∈
ℝmin berlaku 𝑝⊗ 0 = 0⊗ 𝑝 = 𝑝, sehingga 0 merupakan elemen identitas  
perkalian (elemen satuan) terhadap operasi ⊗  dan selanjutnya dinotasikan 
dengan e= 0. Elemen nol merupakan elemen absorbsi (absorbent) terhadap 
perkalian yakni untuk setiap 𝑝 ∈ ℝmin berlaku 

𝑝⊗ ℰ = ℰ ⊗ 𝑝 = ℰ 

Suatu operasi dikatakan bersifat idempoten apabila setiap elemen 
dioperasikan terhadap dirinya sendiri akan selalu menghasilkan elemen itu 
sendiri. Operasi ⊕ pada aljabar min-plus bersifat idempoten dikarenakan 
untuk setiap 𝑝 ∈ ℝmin berlaku 𝑝 ⊕ 𝑝 = max(𝑝, 𝑝) = 𝑝. Berikut diberikan 
sistem matematika yang terbentuk dari ℝmin dengan operasi ⊕ dan ⊗.  
 
Teorema 1 (Litvinov et al., 2012) 
Sistem matematika (ℝmin,⊕,⊗) adalah semilapangan idempoten. 

Bukti. Diperhatikan bahwa (ℝmin,⊕) adalah semigrup abel yang elemen 
nolnya ℰ = ∞. Selanjutnya, (ℝmin,⊗) merupakan semigrup yang elemen 
satuannya 𝑒 = 0. Elemen nol merupakan elemen absorbsi terhadap operasi 
⊗. Sifat distributif operasi ⊗ terhadap operasi ⊕ serta sifat idempoten 
operasi ⊕ juga terpenuhi. Setiap elemen 𝑝 ∈ ℝmin dengan 𝑝 ≠ ℰ, memiliki 
invers perkalian yakni 𝑝−1 = −𝑝 ∈ ℝmin  sedemikian hingga 𝑝 ⊗ 𝑝−1 =

𝑝−1⊗𝑝 = 𝑒. Dengan demikian, sistem matematika (ℝmin,⊕,⊗) adalah 
semilapangan idempoten. ∎  
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Berdasarkan Teorema 1, salah satu perbedaan utama dari aljabar min-
plus dengan aljabar linier adalah tidak adanya elemen invers terhadap 
operasi penjumlahan, terkecuali untuk elemen nol. Apabila diberikan 𝑝 ∈
ℝmin dengan 𝑝 ≠ ℰ maka tidak ada 𝑞 ∈ ℝmin yang memenuhi 𝑝⊕ 𝑞 = ℰ. 
Pada aljabar min-plus, definisi perpangkatan dilakukan mirip seperti 
aljabar konvensional (aljabar linier). Untuk setiap 𝑝 ∈ ℝmin dan 𝑘 adalah 
bilangan asli maka didefinisikan sebagai berikut. 

𝑝𝑘 = 𝑝⊗ 𝑝⊗…⊗ 𝑝⏟          
𝑘 𝑘𝑎𝑙𝑖

. 

Selanjutnya, 𝑝𝑘 akan berkorespondensi dengan 𝑘𝑝 pada aljabar 
konvensional. Hal ini dikarenakan 

𝑝𝑘 = 𝑝⊗ 𝑝⊗…⊗ 𝑝⏟          
𝑘 𝑘𝑎𝑙𝑖

= 𝑝 + 𝑝 +⋯+ 𝑝⏟        
𝑘 𝑘𝑎𝑙𝑖

= 𝑘𝑝. 

 
Simetrisasi pada Aljabar Min-Plus 

Pada bagian ini disajikan proses simetrisasi dari aljabar min-plus, 
untuk menentukan bentuk negatif dan setimbang dari elemen-elemen pada 
aljabar min-plus. Proses simetrisasi diawali dengan membentuk himpunan 
pasangan terurut ℝmin ×ℝmin dan menentukan struktur aljabar yang 
terbentuk dari sistem matematikanya. Selanjutnya, didefinisikan operasi 
penjumlahan dan perkalian pada ℝmin × ℝmin yakni untuk setiap 
(𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin × ℝmin adalah sebagai berikut. 

(𝑝1, 𝑝2) ⊕ (𝑞1, 𝑞2) = (𝑝1⊕𝑞1, 𝑝2⊕ 𝑞2)   (1) 
(𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2) = (𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2, 𝑝1⊗ 𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1) (2) 

Untuk setiap 𝑝1, 𝑞1 ∈ ℝmin berlaku 

  (𝑝1, −∞) ⊕ (𝑞1, −∞) = (𝑝1⊕𝑞1, −∞)   (3)  
(𝑝1, −∞) ⊗ (𝑞1, −∞) = (𝑝1⊗𝑞1, −∞)   (4) 

Maka operasi (1) dan (2) yang didefinisikan pada ℝmin × ℝmin 
berkorespondensi dengan operasi (3) dan (4) yang didefinisikan pada ℝmin. 
Berikut diberikan suatu teorema yang menjelaskan struktur aljabar dari 
ℝmin × ℝmin dengan operasi pada (1) dan (2). 

Teorema 2 
Sistem matematika (ℝmin × ℝmin,⊕,⊗) merupakan suatu semiring idempoten 
komutatif 

Bukti. Perhatikan bahwa (ℝmin × ℝmin,⊕) merupakan suatu semigrup 
komutatif dengan elemen nol (ℰ, ℰ). Selanjutnya, operasi ⊕ bersifat 
idempotent, dikarenakan untuk setiap (𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin berlaku 

(𝑝1, 𝑝2) ⊕ (𝑝1, 𝑝2) = (𝑝1⊕𝑝1, 𝑝2⊕𝑝2) = (𝑝1, 𝑝2). 

Sementara itu, (ℝmin × ℝmin,⊗) merupakan suatu semigrup dengan 
elemen satuan (𝑒, ℰ). Operasi ⊗ bersifat komutatif untuk setiap 
(𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin × ℝmin karena  

 (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2) = (𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2, 𝑝1⊗𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1) 

https://doi.org/10.30736/voj.v4i1.444
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 = (𝑞1⊗𝑝1⊕𝑞2⊗𝑝2, 𝑞2⊗𝑝1⊕𝑞1⊗𝑝2) 
 = (𝑞1⊗𝑝1⊕𝑞2⊗𝑝2, 𝑞1⊗𝑝2⊕𝑞2⊗𝑝1) 

= (𝑞1, 𝑞2) ⊗ (𝑝1, 𝑝2) 

Elemen nol adalah elemen penyerap untuk operasi perkalian 
dikarenakan  

(𝑝1, 𝑝2) ⊗ (ℰ, ℰ) = (ℰ, ℰ) ⊗ (𝑝1, 𝑝2) = (ℰ, ℰ). 

untuk setiap (𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin. Selain itu, operasi ⊗ distributif 
terhadap operasi ⊕. Berdasarkan penguraian ini diperoleh bahwa 
(ℝmin × ℝmin,⊕,⊗) adalah semiring komutatif idempoten. ∎ 

Berikut contoh untuk menjelaskan penjumlahan dan perkalian pada 
ℝmin × ℝmin. 

Contoh: 
Misalkan diambil (−4,3), (𝑒, −1) ∈ ℝmin × ℝmin maka 

(−4,3) ⊕ (𝑒, −1) = (−4⊕ 𝑒, 3 ⊕−1) = (−4,−1) 
(−4,3) ⊗ (𝑒,−1) = (−4⊗ 𝑒 ⊕ 3⊗−1,−4⊗−1⊕ 3⊗ 𝑒) = (−4, −5). ∎ 

 
Selanjutnya didefinisikan operator-operator pada ℝmin × ℝmin yang akan 
digunakan untuk proses simetrisasi. Operator-operator dan sifat-sifat ini 
mengadopsi dari (Baccelli et al., 2001).  

Definisi 2 
Untuk (𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝ𝑚𝑖𝑛 × ℝ𝑚𝑖𝑛 didefinisikan 

1. Harga mutlak dari (𝑝1, 𝑝2) yakni  |(𝑝1, 𝑝2)|⊕ = 𝑝1⊕ 𝑝2 
2. Minus dari (𝑝1, 𝑝2) yakni ⊖ (𝑝1, 𝑝2) = (𝑝2, 𝑝1) 

3. Setimbang dari (𝑝1, 𝑝2) yakni (𝑝1, 𝑝2)
⦁ = (𝑝1, 𝑝2) ⊕ (⊖ (𝑝1, 𝑝2)) =

(|(𝑝1, 𝑝2)|⊕, |(𝑝1, 𝑝2)|⊕) 

Berikut diberikan contoh untuk menjelaskan pengertian operator-operator 
pada Definisi 2. 

Contoh: 
Misalkan diambil (3,0) ∈ ℝmin ×ℝmin maka 

1. |(3,0)|⊕ = 3⊕ 0 = 0 

2. ⊖ (3,0) = (0,3) 
3. (3,0)⦁ = (|(3,0)|⊕, |(3,0)|⊕) = (0,0) ∎ 

Selanjutnya diberikan teorema yang menjelaskan beberapa sifat yang 
berkaitan operator-operator pada Definisi 2. 

Teorema 3 
Untuk setiap (𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin × ℝmin berlaku 

1. (𝑝1, 𝑝2)
⦁ = (⊖ (𝑝1, 𝑝2))

⦁ = ((𝑝1, 𝑝2)
⦁)⦁ 

2. (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2)
⦁ = ((𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2))

⦁
 

3. ⊖ (⊖ (𝑝1, 𝑝2)) = (𝑝1, 𝑝2) 

4. ⊖ ((𝑝1, 𝑝2) ⊕ (𝑞1, 𝑞2)) = (⊖ (𝑝1, 𝑝2)) ⊕ (⊖ (𝑞1, 𝑞2)) 

5. ⊖ ((𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2)) =⊖ (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2) 
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Bukti.  

1. Karena ⊖ (𝑝1, 𝑝2) = (𝑝2, 𝑝1) maka(⊖ (𝑝1, 𝑝2))
⦁ = (𝑝2⊕𝑝1, 𝑝2⊕𝑝1) =

(𝑝1⊕𝑝2, 𝑝1⊕𝑝2) = (𝑝1, 𝑝2)
⦁. Selanjutnya,  

((𝑝1, 𝑝2)
⦁)⦁ = (𝑝1⊕𝑝2, 𝑝1⊕𝑝2)

⦁ 
  = (𝑝1⊕𝑝2⊕𝑝1⊕𝑝2, 𝑝1⊕𝑝2⊕𝑝1⊕𝑝2) 
  = (𝑝1⊕𝑝2, 𝑝1⊕𝑝2) = (𝑝1, 𝑝2)

⦁ 

Dengan demikian (𝑝1, 𝑝2)
⦁ = (⊖ (𝑝1, 𝑝2))

⦁
= ((𝑝1, 𝑝2)

⦁)⦁ 

2. (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2)
⦁ 

 = (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1⊕𝑞2, 𝑞1⊕𝑞2) 

 = (𝑝1⊗ (𝑞1⊕𝑞2) ⊕ 𝑝2⊗ (𝑞1⊕𝑞2), 𝑝1⊗ (𝑞1⊕𝑞2) ⊕ 𝑝2⊗ (𝑞1⊕𝑞2)) 

 = ((𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝1⊗𝑞2) ⊕ (𝑝2⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2), (𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝1⊗𝑞2) ⊕

(𝑝2⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2)) 

= ((𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2), (𝑝1⊗𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1))
⦁
 

= ((𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2))
⦁
 

3. ⊖ (⊖ (𝑝1, 𝑝2)) =⊖ (𝑝2, 𝑝1) = (𝑝1, 𝑝2) 

4. (⊖ (𝑝1, 𝑝2)) ⊕ (⊖ (𝑞1, 𝑞2))  

 = (𝑝2, 𝑝1) ⊕ (𝑞2, 𝑞1) 
 = (𝑝2⊕𝑞2, 𝑝1⊕𝑞1) 
 =⊖ (𝑞2⊕𝑝2, 𝑞1⊕𝑝1) 
 =⊖ ((𝑝1, 𝑝2) ⊕ (𝑞1, 𝑞2)) 

5. ⊖ ((𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2))  

 =⊖ (𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2 , 𝑝1⊗𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1)  
 = (𝑝1⊗𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1, 𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2)  
 = (𝑝2⊗𝑞1⊕𝑝1⊗𝑞2 ,  𝑝2⊗𝑞2⊕𝑝1⊗ 𝑞1) 
 = (𝑝2, 𝑝1) ⊗ (𝑞1, 𝑞2) =⊖ (𝑝1, 𝑝2) ⊗ (𝑞1, 𝑞2) . ∎ 

Operator ⊖ pada ℝmin × ℝmin memiliki sifat pada operator – pada 
himpunan bilangan riil, sehingga ⊖ pada ℝmin × ℝmin dapat difikirkan 
sebagai analogi – pada himpunan bilangan riil. Diperhatikan bahwa pada 
aljabar konvensional, untuk semua 𝑝 berlaku 𝑝 − 𝑝 = 0, tetapi pada 
ℝmin × ℝmin hanya berlaku (𝑝1, 𝑝2) ⊖ (𝑝1, 𝑝2) = (𝑝1, 𝑝2)

⦁ ≠ (ℰ, ℰ).  
Selanjutnya didefinisikan relasi setimbang pada ℝmin × ℝmin yang 

diadopsi dari (Baccelli et al., 2001).  

Definisi 3 
Misalkan (𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin × ℝmin maka (𝑝1, 𝑝2) dikatakan berelasi 
setimbang dengan (𝑞1, 𝑞2) (dinotasikan dengan (𝑝1, 𝑝2)∇(𝑞1, 𝑞2)) apabila 𝑝1⊕
𝑞2 = 𝑝2⊕𝑞1. 

Diperhatikan bahwa relasi setimbang pada ℝmin × ℝmin bersifat: 
1. Refleksif, karena untuk semua (𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin berlaku 𝑝1⊕𝑞2 =
𝑞2⊕𝑝1. Jadi (𝑝1, 𝑝2)∇(𝑝1, 𝑝2). 

2. Simetris, karena untuk semua (𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin × ℝmin dengan 
(𝑝1, 𝑝2) ∇ (𝑞1, 𝑞2) maka mengakibatkan 𝑞1⊕𝑝2 = 𝑞2⊕𝑝1. Jadi 
(𝑞1, 𝑞2) ∇ (𝑝1, 𝑝2). 
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3. Tidak bersifat transitif. Misal diambil (3,0), (0,0), (0,1) ∈ ℝmin × ℝmin 
maka (3,0) ∇ (0,0) dan (0,0) ∇ (0,1) tetapi (3,0)⍫(0,1). Dengan 
demikian relasi setimbang bukan merupakan relasi ekuivalensi pada 
ℝmin × ℝmin sehingga tidak bisa dibentuk kuosien-kuosien ℝmin × ℝmin 
atas relasi setimbang tersebut.  

Selanjutnya didefinisikan relasi lainnya pada ℝmin × ℝmin dan masih 
berhubungan dengan relasi setimbang yakni relasi ℬ dengan definisi 
berikut.  

Definisi 4 
Misalkan (𝑝1, 𝑝2), (𝑞1, 𝑞2) ∈ ℝmin ×ℝmin maka (𝑝1, 𝑝2) dikatakan beralasi ℬ 
dengan (𝑞1, 𝑞2) (dinotasikan dengan  (𝑝1, 𝑝2) ℬ (𝑞1, 𝑞2) ) yakni 

(𝑝1, 𝑝2)ℬ(𝑞1, 𝑞2) apabila {
 (𝑝1, 𝑝2) ∇ (𝑞1, 𝑞2), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑝1 ≠ 𝑝2 𝑑𝑎𝑛 𝑞1 ≠ 𝑞2
(𝑝1, 𝑝2) = (𝑞1, 𝑞2),             𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

Diperhatikan bahwa (𝑝1, 𝑝2) = (𝑞1, 𝑞2) jika dan hanya jika 𝑝1 = 𝑞1, 𝑝2 = 𝑞2. 
Dengan demikian, relasi ℬ merupakan suatu relasi ekuivalensi. Cermati 
kembali bahwa (3,0)∇(0,0) tetapi (3,0) tidak berelasi ℬ dengan (0,0). Begitu 
juga (0,0)∇(0,1), akan tetapi (0,0) tidak berelasi ℬ dengan (0,1). Selanjutnya 
(𝑝1, 𝑝2) ⊖ (𝑝1, 𝑝2) = (𝑝1, 𝑝2)

⦁ ∇ (ℰ, ℰ), tetapi (𝑝1, 𝑝2)
⦁ tidak berelasi ℬ dengan 

(ℰ, ℰ), terkecuali untuk (𝑝1, 𝑝2) = (ℰ, ℰ). Berikut diberikan contoh untuk 
menjelaskan kelas ekuivalensi pada ℝmin × ℝmin oleh relasi ℬ pada Definisi 
4. 

Contoh: 
Diperhatikan bahwa 

(3,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(3,1)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin| 𝑝1⊕1 = 𝑝2⊕3} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1, 𝑝2 = 1} 
  = {(𝑝1, 1) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1}. 

(2,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(2,1)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin| 𝑝1⊕1 = 𝑝2⊕2} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1, 𝑝2 = 1} 
  = {(𝑝1, 1) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1}. 

(∞, 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(∞, 1)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin| 𝑝1⊕1 = 𝑝2⊕∞} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1, 𝑝2 = 1} 

= {(𝑝1, 1) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1 > 1} 

Dengan demikian, (2,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (3,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ⋯ = (∞, 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑝1, 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  untuk 𝑝1 > 1 dan 

cukup diwakili oleh (∞, 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  

Selanjutnya diperhatikan bahwa 

(1,3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(1,3)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin| 𝑝1⊕3 = 𝑝2⊕1} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝2 > 1, 𝑝1 = 1} 
  = {(1, 𝑝2) ∈ ℝmin ×ℝmin| 𝑝2 > 1}. 
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(1,2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(1,2)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1⊕2 = 𝑝2⊕1} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝2 > 1, 𝑝1 = 1} 
  = {(1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝2 > 1}. 

(1,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(1,∞)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝1⊕∞ = 𝑝2⊕1} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝2 > 1, 𝑝1 = 1} 

= {(1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| 𝑝2 > 1} 

Dengan demikian, (1,2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (1,3)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ⋯ = (1,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  untuk 𝑝2 > 1 dan 

cukup diwakili oleh (1,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  
Diperhatikan juga bahwa 

(1,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin|(𝑝1, 𝑝2)ℬ(1,1)} 
  = {(𝑝1, 𝑝2) ∈ ℝmin × ℝmin| (𝑝1, 𝑝2) = (1,1)} 
  = {(1,1)}.∎ 
 
Karena ℬ adalah relasi ekuivalensi, maka diperoleh kelas ekuivalensi 

yang saling asing pada ℝmin × ℝmin atas relasi ℬ tersebut. Secara umum, 
kelas-kelas pada ℝmin × ℝmin atas relasi ℬ dapat dikelompokkan pada tiga 
jenis untuk suatu 𝑥 ∈ ℝmin, yakni kelas:  

1. Kelas (∞, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {(𝑎, 𝑥) ∈ ℝmin × ℝmin|𝑎 > 𝑥}    (5) 

2. Kelas (𝑥,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {(𝑥, 𝑎) ∈ ℝmin × ℝmin|𝑎 > 𝑥}    (6) 

3. Kelas (𝑥, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {(𝑥, 𝑥) ∈ ℝmin × ℝmin},     (7) 
 

Untuk selanjutnya kelas (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dinamakan kelas max-plus nol. Diperhatikan 

bahwa (∞, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∩ (𝑥,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∩ (𝑥, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (∞,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Kelas-kelas pada (5), (6) 
dan (7), disajikan dalam bentuk elemen di ℝmin dengan 𝑥 ∈ ℝmin, yakni:  

1. Kelas (𝑥,∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  cukup ditulis dengan 𝑥     (8) 

2. Kelas (∞, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  cukup ditulis ⊖𝑥      (9) 

  3. Kelas (𝑥, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ cukup ditulis 𝑥•,       (10) 
 
Untuk selanjutnya, himpunan semua elemen 𝑥 pada (8), ⊖𝑥 pada (9) 

dan 𝑥• pada (10) masing-masing dinotasikan dengan ℝmin
⊕, ℝmin

⊖ dan 

ℝmin
•. Hasil simetrisasi pada ℝmin adalah ℝmin

⊕, ℝmin
⊖ dan ℝmin

•, yang 
dapat dianalogikan dengan ℝ+, ℝ− dan 0 pada pembahasan himpunan 
bilangat riil.  

Berikut disajikan suatu teorema yang menjelaskan korespondensi 

antara himpunan ℝmin
⊕ dengan  ℝmin.  

Teorema 4 

Diberikan fungsi 𝑓:ℝmin
⊕ → ℝmin dengan 𝑓((𝑝1, ∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑝1, untuk setiap 

(𝑝1, ∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ {(𝑝1, ∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}. Fungsi 𝑓 adalah fungsi bijektif dan mengawetkan operasi 

penjumlahan ⊕ dan perkalian ⊗. 
 
Bukti  

Untuk setiap (𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, (𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℝmin
⊕, jika 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑓((𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
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maka berdasarkan definisi fungsi 𝑓 diperoleh 𝑝1 = 𝑝2. Dengan demikian, 𝑓 
bersifat injektif. Selanjutnya, untuk setiap 𝑝1 ∈ ℝmin, selalu terdapat 

(𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℝmin
⊕ sedemikian hingga 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑝1, sehingga 𝑓 adalah 

fungsi surjektif. Mengingat 𝑓 merupakan fungsi injektif dan surjektif, maka 
𝑓 merupakan fungsi bijektif.   

Apabila diambil sembarang (𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, (𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℝmin
⊕ maka:  

1. 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊕ (𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ⊕ 𝑓((𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

2. 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊗ (𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑓((𝑝1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ⊗ 𝑓((𝑞1, −∞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

Dengan demikian 𝑓 merupakan fungsi bijektif yang mengawetkan operasi 
penjumlahan ⊕ dan perkalian ⊗.∎ 

Misalkan hasil dari simetrisasi dari ℝmin dinotasikan dengan 𝒮, maka 

berlaku sifat gabungan ℝmin
⊕ ∪ ℝmin

⊖ ∪ ℝmin
• = 𝒮. Sementara itu, juga 

berlaku sifat irisan ℝmin
⊕ ∩ ℝmin

⊖ ∩ ℝmin
• = (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Operasi penjumlahan 

dan perkalian pada 𝒮  untuk setiap (𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , (𝑞1, 𝑞2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∈ 𝒮 didefinisikan 
sebagai berikut. 

(𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕̅̅̅ (𝑞1, 𝑞2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑝1⊕𝑞1, 𝑝2⊕𝑞2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅              (11) 

(𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊗̅̅̅ (𝑞1, 𝑞2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑝1⊗𝑞1⊕𝑝2⊗𝑞2, 𝑝1⊗𝑞2⊕𝑝2⊗𝑞1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    (12) 

Berikut diberikan teorema yang menjelaskan struktur aljabar dari 𝕊. 

Teorema 5 

Sistem matematika dari (𝒮,⊕̅̅̅,⊗̅̅̅) adalah semiring idempoten komutatif. 

Bukti  

Perhatikan bahwa (𝒮,⊕̅̅̅) merupakan suatu semigrup komutatif dengan 

elemen nol (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Selain itu operasi ⊕̅̅̅ bersifat idempotent, yakni 

(𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕̅̅̅ (𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑝1⊕𝑝1, 𝑝2⊕𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Sementara itu (𝒮,⊗̅̅̅) merupakan suatu semigrup dengan elemen satuan 

(𝑒, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dan operasi ⊗̅̅̅ bersifat komutatif. Elemen nol (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ merupakan 

elemen penyerap terhadap operasi perkalian untuk semua (𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∈ 𝒮, 
yakni:  

(𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊗̅̅̅ (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊗̅̅̅ (𝑝1, 𝑝2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (ℰ, ℰ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Operasi ⊗̅̅̅ distributif terhadap ⊕̅̅̅. 
Dengan demikian, 𝒮 adalah semiring idempoten komutatif. ∎ 
 
Tabel 1. Analogi ℝ dengan 𝒮 

Analogi ℝ 𝓢 

Penjumlahan + ⊕ 
Perkalian × ⊗ 
Negatif − ⊖ 

Relasi = ∇ 
Nol 0 𝑎⦁ 
Bagian Positif ℝ+ ℝmin

⊕ 
Bagian Negatif ℝ− ℝmin

⊖ 
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Tabel 1 menjelaskan analogi dari himpunan bilangan riil ℝ pada aljabar 
konvensional dengan himpunan hasil simetrasi aljabar min-plus yaitu 𝒮. 
Simetrisasi aljabar min-pus tersebut dilakukan untuk memperoleh bentuk 
negatif dan setimbang dari elemen-elemen pada aljabar min-plus. 

Pada pembahasan aljabar min-plus, setiap elemen tidak memiliki 
invers penjumlahan, kecuai elemen nol. Untuk setiap 𝑥 ∈ ℝmin dengan 𝑥 ≠
ℰ, permasalahan  

𝑥 ⊕ 𝑦 = ℰ 
tidak dapat ditentukan solusi untuk 𝑦. Hal ini dikarenakan tidak ada 𝑦 ∈
ℝmin yang memenuhi persamaan 𝑥 ⊕ 𝑦 = ℰ. Apabila masalah tersebut 
ditinjau pada simetrisasi aljabar min-plus dan disajikan dalam bentuk  

𝑥 ⊕ 𝑦 ∇ ℰ 
maka terdapat 𝑦 yang memenuhi yakni 𝑦 =⊖ 𝑥. Diperhatikan bahwa untuk 
setiap 𝑥 ∈ 𝒮 berlaku 𝑥 ⊕ (⊖ 𝑥) ∇ ℰ . Sebagai contoh, masalah  

𝑥 ⊕ 2 = ℰ 
tidak memiliki solusi 𝑥 pada pembahasan aljabar min-plus. Akan tetapi, 
apabila masalah tersebut ditinjau pada simetrisasi aljabar min-plus yakni 

𝑥 ⊕ 2 ∇ ℰ 

maka diperoleh solusi 𝑥 =⊖ 2. 
 

SIMPULAN DAN SARAN 
Simpulan 

Pada pembahasan aljabar min-plus ℝmin, setiap elemen tidak memiliki 
invers terhadap operasi penjumlahan, kecuali untuk elemen nol. Proses 
simetrisasi dapat dilakukan pada aljabar min-plus dengan menggunakan 
relasi setimbang untuk memperoleh bentuk negatif dan setimbang dari 
elemen-elemen aljabar min-plus. Himpunan yang diperoleh dari proses 

simetrisasi ini dapat dikelompokkan dalam ℝmin
⊕, ℝmin

⊖ dan ℝmin
•, yang 

dapat dianalogikan dengan ℝ+, ℝ− dan 0 pada pembahasan himpunan 
bilangat riil. 

Saran 
Penelitian selanjutnya dapat dikembangkan pada korespondensi hasil 

simetrisasi aljabar min-plus dengan aljabar konvensional. Selain itu juga 
berpotensi untuk dikembangkan pada sistem kesetimbangan linier atas 
simetrisasi aljabar min-plus sebagai perluasan dari sistem persamaan linier 
atas aljabar min-plus.  
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